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"Soit X un complexe simplicial fini simplement oonnexe, et soit
00
I(t) = ! b,,(DX)t", ou bn(DX) = dim Hn(DX, Q),
.. -0
la serie de Poincare de l'espace des lacets QX de X. Est-il vrai que I(t)
est une lonction rationnelle de t1"
Ce probleme, pose il y a plus de vingt-cinq ans, n'est toujours pas
resolu. On peut l'elargir en remplaeant QX par un espace de lacets itere
QfX (i = 2, 3, ... ); cette extension m'a eM signalee par J. C. Moore. Nous
allons voir que, pour cette forme plus optimiste, la reponse est negative:
THEOREME. 80it X =83 V 83 un bouquet de deux spheres de dimension 3.
La serie de Poincare de Q2X = !J!JX (pour la cohomologie a coefficients
dans Q) n'est pas une lonction rationnelle.
Rappelons comment on calcule cette serie. Tout d'abord, l'algebre
d'lwmologie de QX est une algebre associative libre de base {x, y}, ou x
et y sont de degre 2 (cf. [3]). La serie de Poincare de .oX est 1/(1- 2t2 ) .
D'autre part, l'algebre de cohomoloqie de!JX est une algebre de polynomes
en une infinite de variables x.. de degres pairs; si l'on note a(i) le nombre
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des XIS qui sont de degre 2i, on a
Ij(l- 2t2) = IT Ij(I-t2')CJ(')
.;;a.1
= Ij(l_t2)2(I_t4)(1_t6)2(I_t8)3(I_tlO)6 .. .
Cette identite permet de calculer les a(i). On trouve ([2], [3], [7]) que
I
a(i)= 7 I p(ijd)2d = dim L"
f, 41'
ou pest la fonction de Mobius, et L, est la composante de degre i de
l'algebre de Lie libre a deux generateurs. Cette formule montre en parti-
culier que a(i) > I pour tout i » I (ce que l'on pourrsit aussi deduire du
fait que a(i) est egal au nombre des polynomes irreductibles de degre i
sur Ie corps F2 ) .
L'algebre de cohomoloqie de Q2X, a coefficients dans Q, est une algebre
exterieure en une infinite de variables ylS de degres impairs. Les ylS corres-
pondent par transgression aux XIS; comme
deg YIS= deg xIS-I,
le nombre des ylS de degre 2i-1 est a(i). La serie de Poincare de Q2X est
f(t)= IT (I + t2H )CJ(f) = (I +t)2(I+t3)(1 + t5)2 •• •
• ;;a.1
Pour demontrer le theoreme il suffit done de prouver :
LEMME. SoU b(i) (i= 1,2, .. . ) une suite d'entiers > 1. La serie formelle
fb(t)= IT (I+t2H )b(f)
.;;a.1
n'est pas une [onction. rationnelle de t,
DEMONSTRATION. En prenant Ia derivee logarithmique de /b(t), on
trouve :
tf;(t)j/b(t)= I (2i-I)b(i)t2Hj(l+t2H)
(;;a. 1
=b(I)tj(I +t)+g(t),
au
g(t)= I (2i-I)b(i)t2Hj(I+t2H)
.;;a.!
= I I (-I)i+l(2i-I)b(i)tJ(2H).
c;;a.! 1;>1
Si l'on ecrit la serie g(t) sous la forme g(t) = I c"t", on a
..;;a.1
( - 1)n+1c" = I (2i - 1)b(i),
2C-11t&
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ou Ill. sommation porte sur les entiers i;;;. 2 tels que 2i - 1 divise n. Si n
est une puissance de 2, cette sommation est vide, et l'on a Cn = O. Si n
n'est pas une puissance de 2, n a au mains un faoteur impair 2i - 1 avec
i;;;.2, et l'on a (_1)n+1cn>O. On en conclut que Cn Mt egal a0 si et seulement
si n est une puissance de 2.
Or, d'apres un theorems de Skolem (voir ci-dessous), si g(t) = I cntn
etait une fonction rationnelle de t, l'ensemble des n;;;. 1 tels que Cn = 0
serait periodique pour n assez grand (autrement dit, ce serait Ill. reunion
d'un ensemble fini et d'un nombre fini de progressions arithmetiques).
Comme l'ensemble des puissances de 2 n'est pas de ce type, on en deduit
que g(t) n'est pas une fonction rationnelle de t. La formule
g(t) =t f~(t)/Mt)-b(l)tj(1 +t)
montre alors qu'il en est de meme pour Mt), ce qui aoheve Ill. demonstration.
Rappelons pour terminer Ie principe de 180 demonstration du theoreme
de Skolem. Supposons g(t) rationnelle. Ohoisissons un nombre premier p
tel que tous les poles de g soient des unites p-adiques (dans une extension
finie de Qp). Utilisant les proprietes de l'exponentielle p-adique, on montre
facilement qu'il existe un entier m:> 1 tel que, pour tout i ;»0, 180 fonction
n ,-+ CHmn (n;;;. I)
se prolonge en une fonction analytique p-adique sur Zp, a valeurs dans Qp,
deflnie par une serie entiere dont les coefficients tendent vers O. Or une
telle fonction, si elle n'est pas identiquement nulle, n'a qu'un nombre
fini de zeros dans le disque unite. On en conclut que, pour tout i » 0, on a,
soit CHmn = 0 pour tout n:> 1, soit Cf+mn oF 0 pour tout n assez grand. Le
theoreme en resulte. Pour plus de details, voir [4], [5], [6], ainsi que les
exercices de [1], chap. IV, § 6.
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